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2 Rechenoperationen auf Matrizen

Fiir Matrizen sind verschiedene Rechenoperationen definiert. Wir betrachten sie im Folgen-
den.

2.1 Addition/Subtraktion von Matrizen

Zuerst sehen wir uns die Addition von Matrizen an. Hierzu bemiihen wir ein Beispiel aus der
betriebswirtschaftlichen Praxis.

Ein Unternehmen produziert die Giiter G1, G2 und G3. Es werden die Héndler H1, H2.
H3 und H4 beliefert. Wir betrachten die Lieferungen der beides Halbjahre eines bestimmten
Jahres.

1. Halbjahr 2. Halbjahr
|HI H2 H3 H4 |HI H2 H3 H4
Gi[2 16 8 10 Glf2 14 9 11
G2 5 10 11 8 G2 7 11 12 8
G312 6 9 11 G310 9 8 13

Will man nun die Gesamtmenge der an einen Héndler gelieferten Giiter ermitteln, addiert
man die jeweils korrespondierenden Elemente der beiden Tabellen. Damit das funktioniert,
miissen die Tabellen hinsichtlich ihrer Zeilen- und Spaltenanzahl gleich sein.

Die Addition, die Ermittlung der Jahresliefermengen der verschiedenen Giiter an die Handler,
gestaltet sich wie folgt:

[ H1 H2 H3 H4
G1[20+20=40 16+14=30 8+9=17 104+11=21
G2 54+7=12 10411=21 11412=23 8+8=16
G3|12+410=22 6+9=15 9+48=17 114+13=24

Als Regel halten wir fest:



Regel 2.1. Zwei Matrizen gleicher Ordnung A = (a;;) und B = (b;;) werden addiert oder
subtrahiert, indem man die in den Matrizen an gleicher Stelle stehenden Elemente addiert
beziehungsweise subtrahiert: (a;;) + (bij) = (aij + bij) und (aij) — (bij) = (aij — bij).

Die Addition beziehungsweise Subtraktion ist nur moéglich, wenn die beiden betieligten Matri-
zen die gleiche Ordnung besitzen, also jeweils die gleiche Anzahl Zeilen und Spalten besitzen.

Wenn A eine beliebige Matrix ist und 0 eine Nullmatrix gleicher Ordnung, dann ist A4+0 = A
und A -0 = A.

Regel 2.2. Fiir die Matrizenaddition gelten:
Kommutativgesetzz: A+ B=B + A
Assoziativgesetz: (A+ B+ C = A+ (B+C)

Monotoniegesetze:
A=B=A+C=B+C und
A<SB=A+C<B+C

Die Subtraktion von Matrizen ist freilich nicht kommutativ.

2.2 Multiplikation einer Matrix mit einem Skalar

Wir greifen eines der einfithrenden Beispiele aus Teil 1 dieser Serie auf, das Warenhaus mit
den 4 Lagern und 7 Filialen. Dort hatten wir ein Tabelle aufgestellt, die die Kosten fiir eine
Tonne transportierter Ware von den Lagerhdusern zu den Filialen darstellte, die innerhalb
einer betrachteten Periode angefallen sind. Diese Tabelle soll uns wiederum als Beispiel dienen.
Die Filialen sind mit F1...F7 gekennzeichnet, die Liger mit A bis D.

Lagerhaus | F1 F2 F3 F4 F5 F6 F7

14 10 3 1 1 6 16
1 7 8 10 6 13
6 o5 12 4 3 3
10 15 5 11 7 5
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Nehmen wir nun an, die Kosten seien in US-Dollar ausgewiesen und wir wollen Sie in Euro
umrechnen. Ein Dollar entspreche 0,87 Furo. Dann miissen wir jeden Wert in der Tabelle mit
0,87 multiplizieren, um den jeweiligen Wert in Euro zu berechnen.

Weil sich die Tabelle, wie wir bereits wissen, als Matrix abbilden lasst, lasst sich eine Matrix
auch mit einer reellen Zahl, einem Skalar, multiplizieren. Die Dafiir geltende Regel spiegelt
das Vorgehen wider, welches wir auf die Tabelle anwenden, wenn wir die entsprechende Be-
rechnung vornehmen wollten.

Regel 2.3. Eine Matrix A = (a;j) wird mit einer reellen Zahl c, einem Skalar, multipliziert,
indem jedes Element der Matriz mit dieser Zahl multipliziert wird: c(a;;) = (caij).

Regel 2.4. Fiir die Multiplikation einer Matrix mit einem Skalar gelten:



Kommutativgesetz: cA = Ac
Assoziativgesetz: (c-d)A = c¢(dA)

Distributivgesetze:
¢(A+ B)=cA+cB und
(c+d)A=cA+dA

Monotoniegesetze:
A=B=cA=cB,
A< B=cA<cB, fallsc 2 0 und
A<SB=cAZcB, fallsc<0

2.3 Skalares Produkt von Vektoren

An dieser Stelle darf man sich durch die Begrifflichkeiten nicht verwirren lassen. Es geht dar-
um, zwei Vektoren miteinander zu mutliplizieren. Wir sprechen von einem skalaren Produkt,
weil das Ergebnis ein Skalar ist.

Betrachten wir hierzu vorerst wieder ein Beispiel. Ein Fahrradhéndler hat in einer Woche
x1 = b Fahrrader vom Typ A, xo = 6 Fahrrdder vom Typ B und z3 = 3 Fahrrader vom Typ
C verkauft. Die getéitigten Verkdufe lassen sich als Zeilenvektor notieren: &’ = (5,6, 3). Die
Verkaufspreise in Euro mogen p; = 400 (Typ A), po = 800 (Typ B) und p3 = 1100 (Typ C)
betragen. Wir schreiben sie als Spaltenvektor.

400
p=| 800
1100

Der Wochenumsatz errechnet sich nun aus dem Produkt des Zeilenvektors &’ und dem Spal-
tenvektor p. Dazu multiplizieren wir jedes x; mit dem zugehorigen p; und summieren die
einzelnen Produkte. - Ganz wie im realen Leben.

P1
x'p = (x1,22,23) [ p2 | = 21p1 + w2p2 + 23p3 = 5-400 + 6 - 800 + 3 - 1100 = 10100

b3

Achtung: Es ist Konvention, das skalare Produkt zweier Vektoren als ,Zeilenvektor mal
Spaltenvektor® zu schreiben.

Multipliziert man dagegen einen Spaltenvektor mit einem Zeilenvektor ist das Ergebnis eine
Matrix! - Wir werden das im néchsten Abschnitt betrachten.

Die Rechenregel ist sehr einfach. Weil aber die Reihenfolge der Operanden bei dieser Multi-
plikation extrem wichtig ist, halten wir das Ganze als Regel fest:



Regel 2.5. Gegeben seien ein Zeilenvektor a’ = (ay,aq, ..., a,) und ein Spaltenvektor

Beide haben die gleiche Ordnung n. Das skalare oder auch innere Produkt der beiden Vektoren
ist der Skalar

n
a/b = Glbl + a2b2 +-+ anbn = Zazbz
=1

Haben alle Elemente eines Vektors den Wert 1, nennen wir ihn auch summierenden Vektor.
In einem solchen Fall ist das skalare Produkt lediglich die Summe der Elemente des anderen
Vektors.

Beispiel:

(1,2,3) 1| =14+2+3=6

(1,1, |2|=1+2+3=6
3

Regel 2.6. Fiir das skalare Produkt zweier Vektoren gelten:
Kommutativgesetz: a’b = b'a
Distributivgesetz: (a’ +b')c = a’c+b'c

Monotoniegesetze:
a' =b = a’c="Vc, c beliebig,
a Sb = adcbe, fire=0 und
a Sb =adczbe, fircs0



